CAPITOLUL 9

CODURI CONVOLUTIONALE

9.1. CODAREA CODURILOR CONVOLUTIONALE

Ca si In cazul codarii bloc, sirul bitilor generati de sursa de
informatie se segmenteaza in blocuri de cate £ biti, iar la iesirea codorului se
formeaza blocuri de cate n biti; spre deosebire, insa, de codarea bloc, cei n
biti de iesire, care impreund constituie un cadru, nu sunt determinati numai
de cei k biti de intrare, ci si de un numdr de variabile de stare. Un codor
convolutional poate fi considerat drept o magsind automatd cu stari finite. in
functie de starea internd, unul si acelasi bloc de mesaj de & biti va determina
la iesire cadre diferite. Cuvantul de cod este sirul continuu de biti de iesire
de la inceputul si pana la sfarsitul unei transmisiuni. Un exemplu de codor
convolutional este dat in figura 9.1.
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Fig. 9.1. Codor convolutional de rata ' si memorie v =2.

Dupa cum se vede din figura 9.1, acest codor convolutional are
schema compusa dintr-un registru de deplasare cu doua etaje, doud porti
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logice SAU EXCLUSIV si un multiplexor de doi biti. La fiecare 7 secunde,
un nou bit u, se prezintd la intrarea codorului. Relatia dintre timpul
continuu ¢ si timpul discret i este datd det, =iT. Starea internd a codorului
este determinata de valorile bitilor u, | si u, ,, biti care au fost la intrarea
codorului cu 7, respectiv cu 27 secunde mai Inainte.

Avand in vedere cd perechea bitilor de stare u, ,, u, , poate lua

patru valori 00, 01, 10 si 11, codorul acesta are 2* = 4 stiri. Codorul trebuie
deci sa memoreze doi biti de informatie anteriori. Spunem cd memoria
codorului este v = 2. La timpul discret i, codorul scoate la iesire doi biti,

notati cu v\ si v'*, la valorile acestora contribuind atat bitul de intrare u,
)

ct si bitii de stare internd u, | si u,_,. Bitii v"'si v**', care formeazi cadrul

de iesire (nu cuvantul de cod !), se calculeaza conform cu ecuatiile :

v =u +u, (9.1a)

(2):u +u,  tu, ,. (9.1b)

In (9.1), cu ,,+ am notat adunarea modulo 2. La iesire, rezultd doud siruri
ey Doy Oogi vy @@y @ care se multiplexeaza cu un

comutator pentru a forma un singur sir de cod

v = (V 1(1),‘}‘ 1(2)"[(1)"}‘(2) V. (1),‘/,_ (2 ) (92)

i— i— i > T+l i+1

Utilizdm acest exemplu simplu de cod convolutional pentru a
introduce notiuni care sunt valabile si pentru scheme mai complicate. Astfel,
vom descrie conexiunile dintre etajele registrului de deplasare si
sumatoarele modulo 2 cu ajutorul urmatoarelor doua siruri generatoare

=(g", g, g")=(01)
Y =(g”, g, &) =(11)

In (9.3), g reprezinta conexiunile de sus, iar g* pe cele de jos,

(9.3)

g"si g!? fiind conexiunile cele mai din stinga. Un 1 reprezintd conexiune,

un 0, lipsa de conexiune. Termenul de cod convolutional se explica acum
observand ci sirul de iesire v, [ =1, 2, reprezinti convolutia sirului de

intrare u cu sirul generator g(’)

v —uxg?, [=1,2. 94)

in (9.4), am notat cu * operatorul de convolutie.
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EXEMPLUL 9.1: Sa presupunem ca sirul de intrare este

u=(1011100--) 9.5)

Cele doua siruri de iesire sunt :
v =(1001011--+) (9.6a)
v® =(1100101---) (9.6b)

Sirul de cod emis este :
v=(11,01,00,10,01,10,11,---) (9.7)

Sirurile generatoare (9.3) pot fi considerate drept ,raspunsuri la
impuls®, obtinute aplicdnd la intrare sirul particular u = (1000---) si
observand cele doui siruri de iesire v" si v'?. Intrucdt memoria acestui
codor este v =2, raspunsurile la impuls pot dura cel mult v +1=3 unitati
de timp.

S& consideram acum un codor convolutional ceva mai complicat.
Schema din fig.9.2 este asemanatoare cu cea din fig.9.1; ea are un etaj in
plus, astfel incat memoria v =3, iar numdrul stirilor interne este 2° = 8.

(1)

Vi

U; Uiy

Fig. 9.2. Codor convolutional de rata % si memorie v =3.

Bitii de iesire se calculeaza conform cu ecuatiile:

@O _
Vit = U U, U

@ (9.8)
vV = ru, U, U
Sirurile generatoare sunt date de:
g =(g".8".&" &) =(101]) ©9)

g” =(g". " 8", &) =(1111)

Vom vedea ca, avand memorie mai mare (sau echivalent, mai multe
stari interne), codorul din figura 9.2 este superior ca performanta celui din
figura 9.1.
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In general, codul are k siruri de intrare si n siruri de iesire. Rata
codului, la fel ca pentru codurile bloc, este definitd de raportul R = k/n.
Notam concis un cod convolutional cu (n,k), dar numai acesti parameti, 7 §i
k, nu-1 carecterizeaza univoc. Un exemplu de codor convolutional (3,2) este
dat 1n figura 9.3.

e
J \@ v/ ’
v
l

Fig. 9.3 Codor convolutional de rata 2/3 si memorie totald de v =2.

Deoarece k = 2, codorul din fig. 9.3 consta din douad registre de deplasare
(de cate un singur etaj, in acest caz), impreuna cu n» = 3 sumatoare modulo 2
(porti logice SAU EXCLUSIV), un demultiplexor de intrare si un
muliplexor de iesire. Bitii de informatie intrd in codor cate k = 2 la un
moment anume 7 $i putem scrie aceasta in doua feluri :

1. ca un sir de intrare

— (D (2 (D (2) (1), (2)
u = (0 Uy Uy U Uy Uy )

2. sau ca doua siruri de intrare

@O _ e, @O (D
u _(u() U, U, a)

2 _,2 2 . (2)
w =y, w7 uy )

Existd trei siruri generatoare corespunzatoare fiecarui sir de intrare.
Reprezentam sirul generator corespunzator intrdrii j §i iesirii / prin

g =(gf2. 810 850, ©.10)
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Sirurile generatoare pentru codul (3,2) din fig.9.3 sunt:
g'=1 1) g’=01 g’=011
g’ =0 1) gP=0 0 g’=0 0.
Ecuatiile de codare se pot scrie:

O _ u(l) * gil) + u(2) % g(21)

v
v =y xg® 1 u® xg? (9.11)
v =u® xg® fu® x gl

Operatia de convolutie din (9.11) inseamna ca:

V,'(l) — ui(l) + uH(l) + MH(Z)
v = w® +u, " (9.12)
Vi(S) — ui(l) + u;(Z) +uH(1)

W ul) t
[T —L-T] \@_<

Fig. 9.4. Codor convolutional de ratd % si memorie totald v =3 .

Pentru £ >1, codorul este alcatuit din k registre de deplasare, care nu
este necesar sd aibe aceasi lungime. Numarul de etaje ale registrului de
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deplasare /, 1 <[ <k, este memoria intrarii / a codorului. Memoria codorului
se defineste drept memoria maxima a intrarilor codorului

m =max{v,}. (9.13)

1</<k

Memoria totala a codorului este suma memoriilor intrarilor
codorului

k
v=>, 9.14)
=1

Un exemplu de codor convolutional (4,3) in care lungimile
registrelor de deplasare sunt 0,1 si 2 este dat in figura 9.4.

9.2. REPREZENTAREA iN DOMENIUL
TRANSFORMATEI D

In orice sistem liniar, operatiile efectuate in domeniul timp unde
intervine convolutia se pot inlocui cu operatii mai convenabile din domeniul
transformatei, unde se efectueaza produse. In teoria datelor esentionate,

operatorul ce realizeazi o intirziere de T secunde se noteazi cu z', unde z
este o variabila complexad. Noi vom nota acest operator de intarziere cu D.
Fie u un sir de biti ce se succed in timp discret:

W=t Uy, Uy U (9.15)
Transformata D a acestui sir este:
u(D)=-++u_ D™ +u, +uD+---+uD +--- (9.16)

Puterea lui D reprezinta numarul unitatilor de timp cu care este
intarziat bitul in raport cu bitul din sir transmis la timpul discret 0.

EXEMPLUL 9.2: Pentrul codorul convolutional reprezentat in fig. 9.2,

sirurilor generatoare (9.9) le corespund polinoamele in D:
Y(D)=1+D*+D’
g (D) 9.17)
g?(D)=1+D+D*+D’

Daca polinomul de mesaj este
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u(D) = u, +u,D+u,D’ +--- (9.18)
iar polinoamele de cod sunt

Y (D)= v(()l) + vl(l)D + vgl)D2 oo

v (D) =v? +vPD+vPI D+ 19
ecuatiile de codare (9.4) devin
DOy — )
(01 o
Fie sirul de intrare (9.5), care are polinomul in D urmator:
u(D)=1+D*+D’+D* (9.21)
In acest caz particular, ecuatiile de codare (9.20) se scriu:
vO(D)=(1+D*+D’ +D*)1+D*)=1+D’+ D’ + D° ©.22)
Vv (D)=(1+D*+D’+D*Y1+D+D*)=1+D+ D"+ D°.
Rezultatul coincide cu (9.6). Sirul de cod emis este:
(D) =v"(D*)+ Dv?(D?) 9.23)

=1+D+D*+D°+D’+ D" + D" + D"

Acesta coincide cu (9.7).
Orice cod convolutional (n,k) este specificat de kxn polinoame
generatoare, care formeaza matricea generatoare G(D):

g (D) g D) - g" (D)
(6] (2) (n)
G(D)= &> :(D) 8> :(D) § P :(D) (9.24)
g(D) g(D) - g"(D)

Sé considerdm k siruri la intrare w,,u,,---,u,,---,u,. Fiecare din ele
se poate reprezenta printr-o serie de puteri

u” (D)=-- -ufll)Df1 + uél) + ul(l)D + ugl)D2 +-e (9.25)
pentru /=1, 2, ---, k. Le putem dispune ca pe un vector linie de siruri

u(D) =[u (D), u® (D), -, u® (D)] (9.26)
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Iesirea consta dintr-un vector ale carui componente sunt # polinoame de cod

v(D) =" (D), v? (D), -, v (D)]. (9.27)

Cu acesta, operatia de codare se poate reprezenta printr-un produs
vector-matrice:

v(D) = u(D)G(D). (9.28)
Sirul de cod j se calculeaza astfel:
k
v(D)=>"u"(D)g,(D). (9.29)
I=1
Memoria intrarii / a codorului este data de
v, = max {grad g, (D)}. (9.30)
<j<n

EXEMPLUL 9.3: Sa consideram codorul convolutional (3,2) reprezentat in
fig. 9.3. Matricea generatoare pentru acest codor este:

G(D) = I+D D 1+D 931)
D 1 1 '
Fie sirurile la intrare
u(D)=1+D’
(9.32)
u?(D)=1+D
Operatia de codare se poate reprezenta astfel :
5 1+D D 1+D
v(D)=[1+D" 1+ D]
D 1 1 9.33)
=[1+D’ 1+D’ D*+D’]
Dupa multiplexare, intregul sir de cod este dat de :
_ M3 2) 3 2.3) /3
v(D)=v"(D")+Dv7(D’)+ DV (D) (9.34)

=1+D+D*+D’+ D" + D"

9.3. FORMA SISTEMATICA A UNUI COD
CONVOLUTIONAL

Intr-un cod convolutional (n,k) sistematic, primele k siruri de iesire
sunt identice cu sirurile de intrare. Codurile convolutionale sistematice nu
sunt performante decat daca au reactie. Codurile convolutionale considerate
pana acum sunt fara reactie: bitii de intrare se deplaseaza in niste registre de
deplasare de la intrare spre iesire, iar starea codului este data de cotinutul
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acestor registre de deplasare la un moment dat. Vom ardta ca un codor
convolutional nesistematic fara reactie poate fi pus in forma sistematica prin
introducerea unei reactii de la iesire la intrare.

EXEMPLUL 9.4: Sa consideram codul convolutional reprezentat in figura
9.1. Bitii de iesire sunt legati de bitii de intrare prin ecuatiile (9.1). In forma

sistematicd, un bit de la iesire, v" sau v*', trebuie si fie identic cu bitul de

intrare u,. Totodatd, forma sirului de iesire trebuie sa fie aceeasi ca pentru
codul nesistematic. Pentru aceasta, introducem o variabild auxiliard s, si
scriem ca:

o _
v' =5 +s,,

o (9.35)

=5+, ,+5,,
Este clar ca sirul de iesire, sau cuvantul de cod, are aceeasi forma ca
si cea exprimatd de (9.1). Bitul de iesire u, trebuie sd apard nemodificat in

cadrul de iesire v, v o

pe rand.
Dacd v\" =u, , prima ecuatie din (9.35) se scrie:
S, =u,+S, , (9.36)
Aceasta se traduce imediat in schema de codor convolutional
sistematic din fig.9.5.

° "l‘(l)

Fig. 9.5. Codor convolutional sistematic corespunzator codorului nesistematic din fig.9.1.
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Avem de facut o observatie importanta : desi cele doud codoare
genereazd acelasi cod, sirurile de intrare sunt diferite. Acest aspect este
secundar, cdci relatia de intrare-iesire este biunivoca in ambele cazuri.

Daci insd v* = u,, ecuatia a doua din (9.35) se scrie:

S, =uU.+Ss_,+S, 9.37
i i i-1 i-2

Conform acestei ecuatii, se deseneaza schema din fig.9.6.

L) o

S B

i-1 Si-2

u. Si
’ (+) = B
L1 L

T ! .

Fig. 9.6. A doua varianta de codor convolutional sistematic corespunzator codorului
nesistematic din fig .9.1.

Rémanand la exemplul 9.4, sd aratdm acum ca putem transforma un
codor nesistematic intr-unul sistematic prin operatii elementare cu liniile
matricei generatoare din domeniul transformatei D. Pentru codorul
convolutional din fig. 9.1, matricea generatoare este:

G(D)=[1+D* 1+D+D’] (9.38)
Cuvantul de cod generat de acest codor este dat de:
w(D)=u(D)|[1+D* 1+D+D’|

1+D+D?
=u(D)(1+ Dz){l —2}
+D (9.39)
: 1+D+D?
=4 (D) {1 T}
=u (D)G,(D)
Putem scrie ca
u' (D) =u(D)T (D) (9.40)

unde

T(D)=[1+D’] (9.41)
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Inmultirea lui u(D) cu T(D) genereazi o versiune aleatorizati (scramblati)
a sirului de intrare. Aceastd operatie se poate efectua cu un registru de
deplasare avand doua etaje si cu o poarta logica SAU EXCLUSIV asa cum
arata fig.9.7.

T T

Fig. 9.7. Circuit de aleatorizare a sirului de intrare, utilizabil la intrarea codorului
convolutional sistematic reprezentat in fig. 9.5.

Prin urmare, multimea sirurilor de intrare w (D), inmultite de matricea
generatoare G, (D), produce aceeasi multime de siruri de iesire ca si
matricea generatoare initiala G(D), astfel Incat:

G(D)=T(D)G,(D) (9.42)
Spunem ca aceste doua matrice sunt echivalente. Conditia pe care trebuie sa

o indeplineasca matricea T(D) este de a fi inversabila. In acest exemplu,
inversa lui T(D) este data de:

T'(D)= L :DZ} (9.43)

Sd observam, totusi, ca elementele matricei G,(D) nu sunt polinoame, ci
functii rationale. Sirul de iesire de paritate din ecuatia (9.39) se obtine
inmultind sirul de intrare cu polinomul (1+D+D*) si impirtindu-1 la
polinomul (1+D?). Inmultirea se poate efectua cu un singur registru de
deplasare fara reactie, iar impartirea, cu un registru de deplasare cu reactie.

In general, inmultirea si impartirea sirului de intrare u(D) cu polinoamele
a(D) si q(D), respectiv,

a(D)
q(D)
se pot efectua cu circuitele ilustrate in figurile 9.8. si 9.9. Polinoamele cu
coeficienti binari a(D) si g(D) se pot scrie:

V(D) = u(D) (9.44)



244 CODURI CONVOLUTIONALE

a(D)y=a,+a,D+---+a,D"

(9.45)
q(D)=1+¢,D+---+q,D"
Raportul
(D)= 4D 9.46
(D) (D) (9.46)

reprezintd o functie de transfer rationala. In £ig.9.8, se aratd realizarea in
forma canonica de controlor a functiei rationale din ecuatia (9.46).

Fig. 9.8. Forma canonica de controlor a functiei de transfer a(D)/q(D).

Forma canonica de observator de implementare a functiei de transfer
rationale din ecuatia (9.46) este ilustrata in fig. 9.9.

Intrucat circuitul din fig. 9.9, realizat numai cu elemente de
intarziere si porti logice SAU EXCLUSIV, este liniar, in virtutea proprietatii
de superpozitie a sistemelor liniare, avem:

v(D) = c(D)(aO +a1D+~--+avDV)+v(D)(qlD+--~+quv) (9.47)

Ecuatia (9.47) este aceeasi cu ecuatia (9.44). In aceasti implementare,
elementele de intarziere nu formeaza un registru de deplasare, caci sunt
separate de sumatoare modulo 2.
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Fig. 9.9. Forma canonica de observator a functiei de transfer a(D) / q(D).

Schema unui codor sistematic (2,1) in forma canonica de controlor
pentru codorul cu matrice generatoare G,(D) a fost deja aratatd in figura

9.5. Schema corespunzatoare in forma canonicd de observator este datd in
figura 9.10.

Fig. 9.10. Forma canonica de observator a codorului sistematic (2,1) cu matricea
generatoare Gy (D).
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9.4. MATRICEA DE CONTROL

La fel ca pentru un cod bloc, putem descrie un cod convolutional cu
ajutorul unei matrice de control. Aceasta este o matrice (n — k)x n de functii
rationale care satisface:

G(D)H'(D)=0 (9.48)
Pentru toate sirurile de cod v(D), operatia codare se poate scrie
v(D)H' (D)=0 (9.49)

Matricea generatoare a unui cod convolutional sistematic este de forma
G(D)=[1 P(D)] (9.50)
unde I este o matrice identitate k x k , iar P(D) este o matrice k x (n—k)ale

carei elemente sunt functii rationale gen (9.46). Matricea de control este de
forma:

H(D)=[P"(D) 1] (9.51)

unde I este o matrice identitate (n—k)x(n—k), iar P"(D) este transpusa
matricei P(D) din (9.50).

Pentru codorul sistematic de ratd 1/2 reprezentat in fig. 9.5, matricea
de control obtinuta din matricea generatoare G, (D) este data de:
1+D+D’ 1}

(9.52)

H(D)Z[ 1+D?

9.5. CODURI CATASTROFALE

Codurile sistematice prezinta avantajul cd mesajul este continut
nemodificat in cuvantul de cod, astfel incat poate fi extras direct din sirul
receptionat. In cazul codoarelor nesistematice, insi, este necesar un circuit
de inversare pentru a recupera informatia din sirul decodat. Sa specificam

acest circuit de inversare prin matricea G™' (D), astfel incat

v(D)G™(D) =u(D)G(D)G ™ (D) = u(D)D' (9.53)
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In (9.53), D' reprezintd o intarziere cu / intervale de bit. Pentru a obtine
sirul de mesaj u(D) sau o versiune intarziati a sa u(D)D', trebuie
satisfacuta relatia

G(D)G ' (D)=1D' (9.54)
unde I este o matrice identitate kAxk. Cu cu alte cuvinte, matricea
generatoare G trebuie s fie inversabila.

n n
Fie A, (D), i=1,2,--~,(k} determinantii celor (kjsubmatrice

k x k distincte ale matricei generatoare G(D). Se demonstreaza ca matricea

polinomiald inversd G™' (D) existi dacd si numai daca

n
c.m.m.d.c. {Ai(D), i=1, 2(}{]} =D" >0 (9.55)
unde c.m.m.d.c. este prescurtarea de la ,,cel mai mare divizor comun*.

EXEMPLUL 9.5: Pentru codorul din fig.9.1, avem

cmmde[1+D* 1+D+D*|=1 (9.56)
Inversa matricei generatoare este
4 1+D
G (D)= D (9.57)

Daca matricea generatoare G nu are inversa, codul se numeste catastrofal.
Pentru codurile catastrofale, un numar finit de erori de transmisie cauzeaza
un numar infinit de erori de decodare.

EXEMPLUL 9.6: O matrice generatoare care genereaza un cod catastrofal
este

G(D)=[1+D 1+D] (9.58)
Intr-adevar, G™'(D) nu existi, cici
c.m.m.d.c. [1+D 1+D2]=1+D (9.59)

Daca sirul de informatie este

u(D):1+D+D2+~~-=; (9.60)
1+D
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sirurile de cod sunt
v(D)=1 v@(D)=1+D. (9.61)

Ponderea sirului de cod este 3, in vreme ce ponderea sirului de intrare este

infinita. Daca sirul de cod se transmite pe un canal sistematic binar, In care

apar trei erori, care schimba cei trei biti de 1 1n 0, sirul receptionat va

contine numai zerouri. Intruct acesta este cuvant de cod, decodorul il va

considera valabil si-1 va furniza utilizatorului. Prin urmare, sirul decodat va

avea un numar infinit de erori, desi in canal nu s-au produs decat trei erori.
Este evident ca trebuie sa evitam codurile catastrofale.

9.6. DIAGRAMA DE STARE

Un codor convolutional poate fi considerat un circuit liniar cu un
numar finit de stari, astfel incat poate fi descris printr-o diagrama de stare.
Starea codorului este prin definitie continutul memoriei. Daca v este
memoria totald a codorului, numarul starilor este egal cu 2". Starea curenta
si iesirea codorului sunt determinate univoc de starea precedentd si de
intrarea curentd. Atunci cand un bloc de mesaj se deplaseaza in codor,
acesta suferd o tranzitie de stare. Diagrama de stare este un graf orientat ale
carui noduri reprezinta stdrile codorului, iar arcele reprezinta tranzitiile de
stare. Fiecare arc orientat este etichetat cu perechea intrare-iesire. Daca se
da o stare curenta a codorului, sirul de informatie de la intrare determina
drumul prin diagrama de stare si sirul de iesire.

EXEMPLUL 9.7: Diagrama de stare a codorului convolutional
nesistematic reprezentat in fig. 9.1 este aratata in fig. 9.11.
Codorul are patru stari, notate cu S;, j =0, 1, 2, 3, iar

J=2u,_ +u,,. (9.62)

Din fiecare stare pleacd douda drumuri, corespunzatoare celor doua valori
posibile ale bitului de mesaj de intrare. Codorul sistematic echivalent pentru
acest cod in forma canonicd de observator este aratat in fig. 9.10, unde
starea curenta S; are indicele j dat de

j=2s" 45 (9.63)

Diagrama de stare pentru acest codor este ilustarata in fig. 9.12.
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0/00

Sy

-

Fig. 9.11. Diagrama de stare pentru codorul convolutional nesistematic din fig.9.1.

0/00

S, Sl

0/01

Fig. 9.12. Diagrama de stare pentru codorul sistematic (2,1) din fig. 9.10.
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Sa observam ca sirurile de iesire din cele doua diagrame de stare
aratate 1n figurile 9.11 si 9.12 sunt identice, caci codoarele sunt echivalente,
dar ca diferd corespondenta dintre bitii de mesaj de la intrare si cadrele de
iesire.

9.7. DIAGRAMA TRELLIS

Cuvantul trellis Inseamna in limba engleza, in general, impletitura de
nuiele, leasd, spalier, gritar de zabrele. In particular, in teoria codurilor, prin
diagrama trellis se intelege un graf orientat derivat din diagrama de stare si
deosebit de util in studiul codurilor convolutionale. Am vazut deja in
capitolul 6 ca un cod bloc admite descrierea printr-o diagrama trellis.
Aplicarea diagramei trellis la codurile bloc s-a facut, insd, abia dupa ce s-a
dovedit marea sa utilitate pentru tratarea codurilor convolutionale.

O sectiune trellis include toate stdrile posibile la timpul curent i
reprezentate ca puncte dispuse pe verticald, toate starile posibile la timpul
urmator i + 1, reprezentate similar, precum si toate tranzitiile de stare
permise intre fiecare stare curenta si starile urmatoare. Sectiunea de trellis

corespunzatoare diagramei de stare din fig. 9.11 este aratata in fig. 9.13.
(2)

i .

Fiecare tranzitie este etichetatd cu u, / vl.(l)v

. Starea urmatoare
Starea curenta

0/00 u. U,
Uy Ui, l o
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 1 1

Fig.9.13. Sectiune de trellis pentru codorul convolutional
nesistematic (2,1) din fig. 9.1.
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Inaintea unei sesiuni de transmisiune de date, codorul convolutional
este initializat in starea Sp. Primul bit aplicat la intrare face ca starea

urmatoare sa fie Sp sau S,, dupd cum valoarea sa este 0 sau 1, respectiv.
Asadar, primul bit de intrare nu poate duce codorul in stdrile S; si S;. Din
starea S,, al doilea bit de intrare face codorul sa treacd intr-una din aceste
doua stiri, in S, sau in S,. In general, codorul atinge numarul maxim

posibil de stari, 2", dupa v unititi de timp. in exemplul nostru, v = 2. Dupa
aceasta, sectiunea de trellis se repetd pand la terminarea transmisiunii.
Diagrama trellis pentru codorul convolutional nesistematic (2,1) avand
sectiunea de trellis aratata in fig. 9.13 este reprezentata in fig. 9.14.

0 00 1 00 2 00 3 4

Fig. 9.14. Diagrama trellis pentru codorul convolutional
nesistematic (2,1) din fig. 9.1.

In general, trellisul unui cod convolutional (m,k) are 2* ramuri
plecand din fiecare stare si 2" ramuri intrind in fiecare stare.

9.8. DISTRIBUTIA DE PONDERE A CODURILOR
CONVOLUTIONALE

Prin utilizarea unui cod convolutional intr-un sistem de comunicatie,
urmarim sa reducem probabilitatea de eroare. Aceasta depinde de
proprietdtile de distantd. Dupd cum decodarea se bazeaza pe o decizie ferma
sau supla, sunt doua tipuri de distanta pe care le considerdm.
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In cazul decodarii bazate pe o decizie ferma, decodorul opereaza cu
simboluri binare, iar performanta codului se masoara cu ajutorul distantei
Hamming. Prin definitie, distanta libera minima a unui cod convolutional,

notata cu d b » este distanta Hamming minima dintre oricare doud cuvinte

de cod. Codurile convolutionale fiind liniare', distanta Hamming dintre
doua cuvinte de cod este egald cu ponderea sumei lor modulo 2, care este un
alt cuvant de cod. De aceea, distanta liberda minima este ponderea minima a
tuturor cuvintelor de cod diferite de zero. Cu alte cuvinte, cuvantul de cod
reprezentat prin acel drum prin trellis ce trece numai prin starea zero poate fi
utilizat drept cuvant de referinta la determinarea distantei libere minime.

EXEMPLUL 9.8: Sa vedem impreund cum a fost proiectat codorul
reprezentat in figura 9.1.

Primii pasi de proiectare sunt optiuni influentate de sistemul de
comunicatie in care includem codorul convolutional. Astfel, alegem rata

1 . . . .
R :E, k=1,n=2siv=2. Optand apoi pentru un codor nesistematic,

urmeaza ca starea este datd de doi biti de intrare anteriori, u, , st u, ,. Deci,
starea curentd este u,, u,,, iar bitul de intrare u; determina trecerea in
starea urmatoare u, u, ,. Acesta determind sectiunea de trellis reprezentata

in fig. 9.13, dar fara etichetarea tranzitiilor de stare. Un trellis fara etichete
pe tranzitii se numeste trellis topologic. (Este ca intr-un oras nou constituit
in care strazile nu au inca nume.) Urmeaza s etichetam tranzitiile de stare
astfel Incat sa maximizam distanta Hamming liberd a codului. Pentru acesta,

partitionim multimea starilor {S,, S,,S,,S;} astfel: pentru starile de
origine, %,={S,,S,} si X ={S,,S,} iar pentru starile de iesire
%0 =18, S, si £,={S,,S;}. Partitiondm de asemenea multimea valorilor
pe care le poate lua cadrul de iesite v astfel: F,={00,11} si
F, ={01,10} . Aceastd din urma partitic nu s-a facut intdmplator, ci astfel

incdt sd se maximizeze distanta Hamming a multimilor F, si F|, in cazul
nostru egala cu 2. Aplicam acum urmatoarele reguli:

" Trebuie mentionat ci, pentru a se asigura invariatia rotationald a schemelor de
modulatie codata trellis, se utilizeazd ca blocuri componente coduri convolutionale
neliniare.
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1. Tranzitiile ce-si au origine intr-una din stdrile din X, primesc
etichete diferite intre ele din £, iar tranzitiile ce pleaca din starile
din X, primesc etichete diferite intre ele, dar din F].

2. Tranzitiile ce ajung intr-una din stirile din X, primesc etichete
diferite intre ele din F,, iar tranzitiile ce ajung in sarile din X,
primesc etichete diferite intre ele din F;.

3. Tranzitia de la starea 0 la starea 0 este determinata de u, =0 si are
eticheta v\'v?®) = 00.

Cu ajutorul acestor reguli, intocmim tabla logica de mai jos:

Tabelul 9.1
Intrare Iesire
u, u,, u,_, vl,(l) Vi(z)
R L I R
N L L N T
A I I N R
[

Din tabla logica, obtinem fara dificultate

Cu aceasta, proiectarea este incheiatd. Pentru a determina distanta Hamming
libera, examindm diagrama trellis din fig. 9.14 si observam ca sirurile de
stari ---0, 0, 0, 0,--- si ---0,2,1,0,--- corespund unor cuvinte de cod ce
difera printr-o distantda Hamming egala cu 5. Aceasta este, deci, distanta
Hamming liberd pentru acest cod.

Un decodor bazat pe decizii suple primeste de la demodulator
semnale analogice sau cuantizate pe mai mult decat douad nivele, iar operatia
de decodare se bazeaza pe distanta euclidiana. Distanta euclidiana libera
minimd, notatd cu d,, , este distanta euclidiand minima dintre oricare doud

cuvinte de cod. Ea depinde atat de structura diagramei trellis a codului
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convolutional cét si de tipul de modulatie. Spre exemplu, daca se utilizeaza
modulatia binard de fazd (BPSK) ce transmite simboluri binare din
alfabetul{-1,1}, distanta euclidiana libera minima pentru codul (2,1) avand
diagrama trellis din fig. 9.14 este d,,, = 245

Pentru a calcula performanta unui cod convolutional in ce priveste
erorile, avem nevoie de distributia ponderilor. Prin definitie, A, este
numadrul cuvintelor de cod de pondere i din trellis ce diverg la un nod de la
drumul zero si se reunesc cu aceasta pentru prima oara intr-un alt nod.

Multimea

{Adm, ’ Ad[‘.bﬂ RN Al_’...}

se numeste distributia de pondere a codului convolutional.
Distributia de pondere se poate calcula modificdnd diagrama de stare
a codului. Diagrama de stare modificata se obtine despicand starea S, intr-o

stare initiala, S, , si o stare finald, S, , eliminand totodata auto — bucla din

ies 2
jurul lui ;. Orice drum din diagrama de stare ce conecteazd starea initiala
S, sistarea finala S, reprezintd un cuvant de cod ce diverge de la drumul
zero §1 se reuneste cu acesta exact o datd. A4, este egal cu numarul
drumurilor de pondere i din diagrama de stare modificatd ce conecteaza
starea initald cu starea finala.

Fie X indeterminata asociata cu ponderea Hamming i a cuvantului de
iesire, Y indeterminata asociatd cu ponderea Hamming ; a sirului de
informatie i Z indeterminata asociata cu fiecare ramura. Fiecare ramura din
diagrama de stare modificati se eticheteazi cu un castig de ramurd X'Y’Z .

Diagrama de stare modificata, etichetatd cu castigurile de ramura, se
numeste diagrama de stare augmentata.

EXEMPLUL 9.9: Sa consideram codul convolutional nesistematic (2,1)
reprezentat in fig. 9.1, a carui diagrama de stare este aratata in fig. 9.11.
Diagrama de stare augmentata este ilustrata in fig. 9.15.
Sistemul de ecuatii descriind tranzitiile de stare din diagrama de
stare angmentata este urmatorul:
S, =XZS, + XZS, (9.64
S, =YZS, + X*YZS,, (9.65
S, = XYZS, + XYZS, (9.66
S. =X?ZS, (9.67

)
)
)
)
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XYZ
XZ
XYZ
2 2
X’YZ X7 X’z
® DO
YZ

Fig. 9.15. Diagrama de stare augmentata a fig. 9.11.

Explicitam S, din (9.66):

- XYZS, (9.68)
i 1-XYZ
Inlocuind (9.68) in (9.64), obtinem:
S, = XZ5, (9.69)
i 1-XYZ
Inlocuind (9.68) in (9.65), avem:
1- XYZ)X*YZS,
, = ( ) b;’” (9.70)
i 1-XYZ - XYZ
Inlocuind (9.69) in (9.67), obtinem
3vy2
s = XS, (9.71)
i 1-XYZ
In sfarsit, Tnlocuind (9.70) in (9.71), obtinem functia generatoare 7' (X,Y,Z)
S s X°yz’
TXY,Z)=—"*= (9.72)
S, 1-XvZ(1+Z)
Fie functia rationala 1/ (1 + x). Prin impartirea lunga, obtinem:
L=1+x+x2+x3+--~ (9.73)
l1-x

Aplicand identitatea (9.73) in (9.72), putem scrie functia generatoare astfel:
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T(X,Y.2)=XYZ'+X*V}(Z*+ Z°)
+X’7° (25 +27° +Z7)
+X8Y4(26 +377 43278 +Z")+---

Este util sa ordonam 7 (X Y,Z) dupa puterile lui Z, care aratd numarul de
ramuri care dau o anumita pondere:

T(X.Y,2)=XYZ'+ XV’ Z' +(XY’ + X'Y*) Z°
+(2X77 + X*y*) 2
+H( XV 43X+ X0V 27
+(3XY +4X°Y + XOY°) 28+

Functia generatoare confirma ce stiam deja, si anume, cd distanta libera
pentru acest cod este 5 (puterea lui X din primul termen) si cd numarul
cuvintelor de cod la aceasta distanta este de 4, =1. Sirul de informatie ce

genereaza acest cuvant de cod are ponderea Hamming de 1, iar cuvantul de
cod contine trei ramuri de pondere diferitd de zero. Un alt sir de informatie
de pondere 2 produce un cuvant de cod de pondere 6 cu patru ramuri de
pondere diferita de zero si asa mai departe.

9.9. CODURI CONVOLUTIONALE PUNCTURATE

Puncturarea unui cod este operatia prin care se mareste rata unui
cod netransmitand anumite simboluri din cuvantul de cod, de obicei,
simboluri de control. Codurile puncturate sunt coduri convolutionale (n, k)
derivate dintr-un cod convolutional (n, 1) zis ,,mama*.

EXEMPLUL 9.10: Fie codorul convolutional (2, 1) reprezentat in
fig. 9.1. Sectiunea de trellis este ardtatd in fig. 9.13. Daca se punctureaza
unul din patru biti de iesire, codorul va produce trei biti codati la fiecare doi
biti de informatie. In exemplul nostru, primul bit din fiecare a doua ramura
(sau tranzitie) a diagramei trellis pentru codul de ratd 1/2 este puncturat.
Noul cod este variabil in timp §i are rata egala cu 2/3. Aceasta operatie se
poate descrie printr-un tablou de puncturare
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po|l © 9.74
11 ©.74)

Un zero in tabloul de puncturare inseamna ca bitul respectiv nu este
transmis.

Diagrama trellis a codului puncturat (3, 2) este reprezentata in fig.
9.16. Un X indica un bit eliminat prin puncturare.

0/00 0/X0
00
.\ 1/11 0/11
N .
01
10
11

Fig. 9.16. Diagrama trellis a unui cod puncturat de rata 2/ 3 produs prin eliminarea

periodica a unor simboluri dintr-un cod de rata 1/2.

In general, un cod convolutional puncturat de rati p/q poate fi
construit dintr-un cod convolutional (n, 1) elimindnd np—g biti codati din
fiecare np biti codati corespunzand la p biti de informatie aplicati la intrare.
Codul (n, 1) se numeste codul mama si este specificat de matricea
generatoare

G(D)=[g" (D) g?(D) - g"(D)] 9.75)
unde
g(j) (D) = g(()j) +g1(j)D+--~+ g‘(,j)DV, (9.76)
1<j<nsig”e{0,1},1=0,1-,v.
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Tabloul de puncturare P, care arata bitii ce se elimind periodic, este
de forma

Pu P - DPip
P p:21 Pn Pap (9.77)
pnl an te pnp

unde p, {01}, 1<j<nsil<I<p.

Intrucat puncturarea se efectueaza periodic la fiecare np simboluri de
cod, p se numeste perioada de puncturare.

9.10. ALGORITMUL VITERBI

Se cunosc mai multe metode de decodare a codurilor convolutionale,
dintre care una singurd este teoretic optima, celelalte fiind suboptimale.
Metoda optimd se numeste decodare de secventa de maxima plauzibilitate
sau algoritmul Viterbi; celelalte, desi suboptimale teoretic, au oferit solutii
practice in raport cu nivelul de dezvoltare a electronicii digitale. In prezent,
dispunem de procesoare digitale cu care putem implementa in timp real
algoritmul Viterbi, care este descris in continuare.

Este important sa ne reamintim ca, spre deoasebire de un codor bloc,
un codor convolutional genereazd un singur cuvant de cod Intr-o
transmisiune datd. Lungimea acestui cuvant de cod depinde, deci, de
volumul de informatie ce se transmite Intr-o sesiune anume. Notdm cu L
numarul blocurilor de informatie de cate & biti. Un alt punct important este
acela ca, prin initializarea cu zero a registrelor de deplasare ale codorului

convolutional, acesta pleacd Intotdeauna din starea S, ; in afara de aceasta,
prin transmisia unui numar suplimentar de zerouri, fard valoare
informationald, codorul convolutional este determinat sa se opreascd in
aceeasl stare S, la sfarsitul sesiunii de transmisiune. Sa nu facem confuzie
intre memoria m a codorului, definitd in (9.13), si memoria totald a
codorului v, definitd in (9.14). Memoria totald v determind numarul
starilor 2", in vreme ce memoria m ne spune numarul unitatilor de timp in
care un bloc de intrare se gaseste in registrele de deplasare ale codului.

Astfel, un sir de informatie w=(uy,u,,---,u, ;) de lungime kL (biti) este



ALGORITMUL VITERBI 259

codat drept cuvantul de cod v=(v,,v,--,v,,-,v;,,,) de lungime

N = n(L+m) (biti). Utilizdnd o modulatie binara (de exemplu, BPSK sau
FSK), cuvantul de cod este transmis printr-un canal de comunicatie.
Modelam acest canal de comunicatie drept canal discret fara memorie cu
intrare binara si iesire Q-ara, asa cum se arata in fig. 9.17.

0
P(0/0)
P(1/0)
0 > 1
P(0/1) PCM)
1
P(Q-1/0)
Q-1

Fig. 9.17. Model de canal fara memorie cu intrare binara si iesire Q-ara.

Trebuie sa intelegem acest model in sensul urmator: emitatorul aplicd la
intrarea in canal, unul cate unu, simboluri binare (0 si 1), dar la receptie,
semnalul demodulat, care ia valori continue intr-un interval bine definit, este
transformat de un convertor analogic / digital in Q nivele discrete. Am notat
cu P( Jj/ O) probabilitatea de a avea la iesire nivelul j conditionatd de emisia

unui bit de 0 si cu P( j/ 1) probabilitatea de a avea nivelul j conditionata de
emisia unui bit de 1, unde 0<;<Q-1. La receptie, dupa incheierea
transmisiei, dispunem de sirul Q-ar r = (”o:”p"'a’”um) . Vom presupune ca

avem posibilitatea tehnicd de a memora toate aceste blocuri. Avand in
vedere ca blocurile de intrare u, au cate k biti, iar un cadru de iesire v, are

n biti, cele trei siruri se mai pot scrie si altfel:
u :(uoa Up ”kal)
v=Vp, Vs V)

r:(7”0’ 7”1""9er1)
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unele indicii arata ordinea simbolurilor in timp. Pe baza sirului receptionat
r, decodorul poate produce o estimatie v a cuvantului de cod v. Un decodor
de plauzibilitate maxima alege Vv drept acel cuvant de cod v care

maximeaza functia logaritm de probabilitate log P (r | V). Pentru un canal

discret fara memorie, avem

L+m—-1
P(r|v)= HP(r|v) Hp(r\v) (9.78)
Urmeaza ca
L+m-1 N-1
log P(r|v)= > logP(r,|v,)=> log P(r|v,) (9.79)
i=0 i=0

In (9.78) 5i (9.79), P( | v, ) este probabilitatea de tranzitie a canalului, adica
probabilitatea de a receptiona eronat un simbol 7, atunci cdnd simbolul emis
a fost v,.

Daca toate cuvintele de cod sunt egal probabile, aceasta este regula
de decodare cu probabilitate minimd de eroare. Functia logaritm de

probabilitate log P(r | V) se numeste metrica asociatd cu drumul v si se
noteaza cu M (r|v). Termenii logP(r,|v,) din suma (9.79) se numesc
metrici de ramurd $i se noteaza cu M (r[ | V[), iar termenii logP(rl. |vi) se
numesc metrici de bit si se noteaza cu M(r, | v,). Cu aceste notatii, metrica

drumului M (r|v) se poate scrie
L+m-1

M(r|v)= ZMr|V fM(mvi). (9.80)

Metrica unui drum partial pentru primele j ramuri ale unui drum se poate
exprima astfel:

M([r|v]j):2M(ri|vi). (9.81)

Algoritmul Viterbi, aplicat la sirul r receptionat dintr-un canal
discret fara memorie, gaseste drumul prin graful orientat trellis cu metrica
cea mai mare, adicd, drumul de probabilitate maxima care este, deci, cel mai
plauzibil. Algoritmul prelucreazd r iterativ. La fiecare pas, algoritmul
compara metricile tuturor drumurilor ce intrd in fiecare stare si memoreaza
drumul cu metrica cea mai mare, drum numit supravietuitor, impreuna cu
metrica sa.
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Algoritmul Viterbi

Pasul 1. Incepand de la unitatea de timp j = m, se calculeazd metrica
partiala pentru fiecare drum care intrd in fiecare stare. Se
memoreazd suprevietuitorul si metrica sa pentru fiecare
stare.

Pasul 2. Se incrementeazd j cu 1. Se calculeazd metrica partiald
pentru toate cele 2 drumuri ce intrd intr-o anumita stare (la
timpul j + 1) adunand metrica de ramura ce intra in acea
stare la metrica supravietuitorului din unitatea de timp
precedentd j ce duce la respectiva stare. Pentru fiecare stare
(la timpul j + 1), se memoreaza drumul cu metrica cea mai
mare — supravietuitorul, Impreund cu metrica sa $i se
elimina toate celdlalte drumuri.

Pasul 3. Dacd j < L+m, se repeta pasul 2. In caz contrar, stop.

In fiecare unitate de timp cuprinsi intre m si L, existd 2"
supravietuitori, cate unu pentru fiecare din cele 2" stari. Dupa unitatea de
timp L, existd mai putin supravietuitori, cdci stdrile sunt mai putine,
deoarece codorul revine spre starea zero (S,). In sfarsit, la unitatea de timp
L + m, nu mai exista decat o stare posibild, starea zero, si deci un singur
supravietuitor, asa Incat algoritmul se opreste. Se demonstreza ca acest
suprevietuitor este drumulde probabilitate maxima. De aceea, algoritmul
Viterbi este optim.

Din perspectiva implementarii, este mai convenabil sa se utilizeze
numere naturale in locul metricilor de bit efective. Metrica de bit

M(rl. |vl.): logP(ri |vi) se poate inlocui cu c, [logP(ri |vi)+ cl], unde c,
poate fi orice numar real iar ¢, poate fi orice numar real pozitiv. Se poate
demonstra ca un drum v care maximizeaza

M(r|v):§M(fg )= logP(r |v,)

i=0
maximizeaza de asemenea

N-1

> ¢ [log Pr; [v,)+¢,],

i=0
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astfel incat se poate utiliza metrica modificatd fara a afecta performanta
algoritmului Viterbi. Daca se alege ¢, astfel Incat metrica cea mai mica sd

fie 0, se poate alege c, astfel incét toate metricile sd poata fi aproximate
prin numere naturale.

EXEMPLUL 9.11: Sa consideram canalul discret fara memorie cu intrare
binara si iesire cuaternara (Q = 4) reprezentat in fig. 9.18.

L

1

Fig. 9.18. Model de canal discret fird memorie cu intrari binare si iesiri cuaternare pentru
care, la receptie, sunt doud valori pentru zero (01 si 02)

si doud valori pentru unu (11 sil, )

Utilizand logaritmi zecimali, metricile de bit pentru acest canal sunt
prezentate in Tabelul 9.2. Alegand ¢, =1 si ¢,= 17,3, obtinem metricile
exprimate prin numere naturale din Tabelul 9.3.

Tabelul 9.2 Tabelul 9.3
Vi/l’i 01 02 11 12 Vi/l",- 01 02 11 12
0 -0,4 1-0,52] -0,7 | -1 0 10 8 5 0
1 -1 |-0,7 [-0,52| -0,4 1 0 5 8 10

Sa presupunem ca se transmite un cuvant de cod din codul (2,1) generat de
codorul reprezentat in fig. 9.1. si ca se receptioneaza sirul

r = (1,04, 1,0, 1,04, 1111, 1204, 0214, 0114).
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In fig. 9.19, se arati diagrama trellis, cu metrica de bit indicata
deasupra fiecarei stari. Supravietuitorul final este ardtat cu linie groasa
v = (00, 11, 10, 01, 10, 11, 00), iar sirul de informatie decodat este
u =(01110). Ramurile eliminate sunt marcate cu ,,\".

108

23
0/00 0/00 0/00 0/00 0/00 0/00

81 0
Y09
S S

Fig. 9.19. Diagrama trellis pentru Exemplul 9.11.

Observatie. Ultimele m ramuri din orice drum prin graful trellis
corespund unor intrari 0 (bifi albi) introduse pentru a forta codorul sa revina
in starea zero (Sp) si, deci, nu sunt considerate ca parte a sirului de
informatie.

In cazul particular al utilizarii unui model de canal binar simetric cu

o .. 1 : . 5
probabilitate de tranzitie (de eroare) p < 5 receptorul ia o decizie ferma cu

privire la valoarea furnizatd de demodulator, astfel incat sirul de receptie r
este binar (Q = 2). Fie N = n(L+m) lungimea cuvantului de cod. Din cauza
zgomotului din canalul de comunicatie, sirul de receptie r poate sa difere de
cuvantul de cod transmis v in anumite pozitii binare. Daca r, #v,, avem
P(rl. |vl.):p, iar daca r, =v,, P(rl. |vl.):1—p. Fie d(r,v) distanta

Hamming dintre r si v. Pentru un cod convolutional, avem

log P(r|v)=d(r,v)log p+[ N—-d(r,v)]|log(1-p)

P +Nlog(1-p). ©.52)

:a’(r,v)log1
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Intrucat log[ p/(1- p)] <0 iar Nlog(l— p) este o constantd pentru toti v,

un decodor de plauzibilitate maxima pentru un canal binar simetric alege v
drept acel cuvant de cod care minimizeaza distanta Hamming

d(r,v):Limjld(ri,vi)zfd(ri,vi). (9.83)

Prin urmare, daca se aplicad algoritmul Viterbi utilizand modelul unui canal
binar simetric, d(r,,v,) devine metrica de ramura, d (r.,v,) devine metrica

de bit iar algoritmul trebuie sa gaseasca drumul prin graful trellis cu cea mai
micd metricd, adica, drumul cel mai apropiat de r folosind ca masura
distanta Hamming.

EXEMPLUL 9.12: Transformam canalul discret fira memorie cu intrari
binare si iesiri cuaternare reprezentat in fig. 9.18 intr-un canal binar simetric
contopind iesirile 0; si 0, intr-o singurd iesire 0 si iesirile 1; si 1, Intr-o
singurd iesire 1. Probabilitatea de tranzitie (de eroare) devine p = 0,3. Ca si
in exemplul precedent, presupunem ca se transmite un cuvant de cod generat
de codorul din fig. 9.1, dar de aceastd datd canalul este considerat binar
simetric, adica, receptorul ia decizii ferme cu privire la valorile furnizate de
demodulator, producand sirul binar r = (10, 10, 10, 11, 10, 01, 01).

Pentru decodare, utilizam algoritmul Viterbi ludnd drept metrica
distanta Hamming. Diagrama trellis este reprezentata in fig. 9.20.

Fig. 9.20. Diagrama trellis pentru Exemplul 9.12.
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Sirul decodat este #=(1100 1).

Observam ca intr-o stare (S;) nu se elimina unul din drumuri, céci
ambele au aceeasi metricd. Dacd supravietuitorul final trece printr-o astfel
de stare, existd mai multe drumuri de probabilitate maxima. Ori de céte ori
se iveste o astfel de situatie, se alege arbitrar unul din drumuri drept
supravietuitor, caci este nepractic pentru implementare sd se memoreze un
numadr variabil de drumuri. Aceasta nu are nici un efect asupra probabilitatii
erorii de decodare.



